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1 Einleitung

Die Brownsche Bewegung ist ein fundamentaler stochastischer Prozess,
der zufallige, stetige Bewegungen modelliert und in vielen Bereichen der
Mathematik, Physik und Finanzmathematik als zentrales Modell dient.
Sie zeichnet sich durch unabhéngige, stationédre Inkremente und stetige
Pfade aus und bildet die Grundlage vieler weiterfithrender Konzepte der
Stochastik.

Ein wesentliches Strukturmerkmal der Brownschen Bewegung ist ihre
Markoveigenschaft. Anschaulich bedeutet diese, dass die zukiinftige Ent-
wicklung des Prozesses ab einem gewissen Zeitpunkt durch den Zustand
des Prozesses zu ebendiesem Zeitpunkt bereits vollstandig bestimmt ist.
Die Vergangenheit liefert also {iber die Gegenwart hinaus keine fiir die
Zukunft relevanten Informationen. Wir sagen der Prozess ist geddchtnislos.

In dieser Arbeit betrachten wir die Brownsche Bewegung aus dem Blickwin-
kel verschiedener Markoveigenschaften. Zunéchst fithren wir die elementare
Markoveigenschaft - das ist genau die erwihnte Gedéchtnislosigkeit - ein
und zeigen, dass die Brownsche Bewegung diese erfiillt. Darauf aufbauend
behandeln wir die schwache Markoveigenschaft, welche zusétzlich Zeitho-
mogenitéit fordert. Aus ihr folgt das Blumenthalsche 0-1-Gesetz, welches
weitere Einblicke in die Struktur der Brownschen Bewegung gewéhrt. An-
schliekend erweitern wir den Begrift der Markoveigenschaft auf zufallige
Zeitpunkte und fithren mithilfe von Stoppzeiten die starke Markoveigen-
schaft ein. Den Abschluss bildet das Reflexionsprinzip als anschauliche und
in vielen Anwendungen zentrale Folgerung der starken Markoveigenschaft.

Als Grundlage dieser Arbeit dient das Buch Brownian Motion von Morters
und Peres [1].



2 Die Brownsche Bewegung

2.1 Brownsche Bewegung

Eine Brownsche Bewegung ist ein reellwertiger stochastischer Prozess
(Bt)>0. Die Eigenschaften, die die Brownsche Bewegung ausmachen, lassen
sich durch vier Axiome charakterisieren.

Definition 2.1.1 (Brownsche Bewegung). Einen reellwertigen stochasti-
schen Prozess (Bi)i> mit den Eigenschaften

1. Deterministischer Startpunkt: By = x fast sicher,

2. Unabhdingige Inkremente: Fiir gegebene Zeitpunkte 0 <t < --- < 1,
sind die Inkremente By, — By, By, — By,, ..., By, — B:,_, stochastisch
unabhéangig.

3. Stationdre und normalverteilte Inkremente: Fir alle t,h > 0 ist
Bi.in, — By normalverteilt mit Erwartungswert 0 und Varianz h.

4. Stetige Pfade: Die Abbildung t — B, ist fast sicher stetig.

nennen wir eine Brownsche Bewegung mit Start in . Das Wahrschein-
lichkeitsmaf, unter dem (B;);>o eine Brownsche Bewegung mit Start in x
ist, bezeichnen wir mit P*. Eine Brownsche Bewegung mit Start in 0 heifst
Standard Brownsche Bewegung.

Abbildung zeigt fiinf Pfade einer Standard Brownschen Bewegung.
Der deterministische Startpunkt und die Stetigkeit der Pfade sind gut
erkennbar.



2 Die Brownsche Bewegung

Simulationen einer Brownschen Bewegung
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Abbildung 2.1: Simulation von fiinf Pfaden einer Standard Brownschen Bewegung.



3 Elementare und schwache

Markoveigenschaft

Die elementare und die schwache Markoveigenschaft treffen Aussagen
dariiber, wie sich ein stochastischer Prozess (X;):er mit total geordneter
Zeitmenge T" ab einem festen Zeitpunkt s € T" verhélt. Sie betrachten also
den Prozess (X¢)i>s, die “Zukunft” des Prozesses ab der Zeit s. Genauer
beschreiben sie, inwiefern die Verteilung der Zukunft (X;);s durch die
“Vergangenheit” (X;);<s und die “Gegenwart” X beeinflusst wird.

Die elementare Markoveigenschaft besagt, dass bei gegebener Gegenwart
die Vergangenheit keine zusétzlichen, fiir die Verteilung der Zukunft relevan-
ten Informationen enthélt. Die schwache Markoveigenschaft geht dariiber
hinaus und fordert, dass die Zukunft (X;);>s dieselbe Verteilung besitzt
wie der urspriingliche Prozess, wenn dieser im Zustand X gestartet wird,
also im Falle eines reellwertigen Prozesses um Xy — X verschoben ist.

Im Folgenden werden wir beide Eigenschaften formal definieren und zeigen,
dass die Brownsche Bewegung sogar eine strengere Eigenschaft erfiillt: Der
Prozess der relativen Zukunft

(Bstt — Bs)i>o0,

also der Prozess der Inkremente ab der Zeit s, ist eine von der Vergan-
genheit (B;):<s unabhéngige Standard Brownsche Bewegung. Daraus folgt
unmittelbar, dass

(Bi)izs = (Bsst)i=0 = (Bs + (Bstt — Bs))i=0

eine Brownsche Bewegung mit Startpunkt By ist, also die Verteilung PP
besitzt. Insbesondere ist die Zukunft bis auf die durch die Gegenwart Bj
festgelegte Translation unabhéngig von der Vergangenheit. Die Vergangen-
heit liefert somit, gegeben die Gegenwart, keine weiteren fiir die Verteilung



3 Elementare und schwache Markoveigenschaft

der Zukunft relevanten Informationen. Damit gelten fiir die Brownsche
Bewegung sowohl die elementare als auch die schwache Markoveigenschaft.

Aufgrund dieser Implikation werden wir im Folgenden die Unabhéngigkeit
der relativen Zukunft (Bsy; — Bs)i>o von der Vergangenheit (B;):<s als
elementare Markoveigenschaft der Brownschen Bewegung bezeichnen. Die
Kombination dieser mit der Tatsache, dass diese relative Zukunft eine
Standard-Brownsche Bewegung ist, bezeichnen wir als schwache Markovei-
genschaft der Brownschen Bewegunyg.

In den folgenden Abschnitten definieren wir die elementare und die schwa-
che Markoveigenschaft formal fiir allgemeine stochastische Prozesse. Au-
fserdem werden wir die elementare und die schwache Markoveigenschaft
der Brownschen Bewegung formulieren und zeigen, dass die Brownsche
Bewegung diese erfiillt. Auf einen formalen Beweis, dass diese Formulierun-
gen die allgemeinen Formulierungen der Markoveigenschaften implizieren,
werden wir verzichten. Abschliefsend zeigen wir mit dem Blumenthalschen
0-1-Gesetz eine wichtige Anwendung der schwachen Markoveigenschaft der
Brownschen Bewegung.

3.1 Elementare Markoveigenschaft

Um die elementare Markoveigenschaft formal definieren zu konnen, definie-
ren wir zunédchst die “o-Algebra der Vergangenheit” fiir einen reellwertigen
stochastischen Prozess (X)ser:

Fii=0(Xs:0<s5<t)

Intuitiv beinhaltet diese o-Algebra alle Informationen iiber den Prozess
bis zum Zeitpunkt ¢. Nun kénnen wir die elementare Markoveigenschaft
formal definieren.

Definition 3.1.1 (Elementare Markoveigenschaft). Wir sagen, ein sto-
chastischer Prozess (X})ier mit total geordneter Indexmenge T besitzt die
elementare Markoveigenschaft, wenn fiir alle s,¢ € T' mit s < ¢ und alle
Borelmengen A C R gilt

P(X;e A| Fs) =P(X; € A| X;) fast sicher.



3.1 Elementare Markoveigenschaft

Dies ist genau die formale Formulierung unserer Aussage, dass die elementa-
re Markoveigenschaft besagt, dass Kenntnis iiber die gesamte Vergangenheit
des Prozesses nicht mehr Informationen iiber die Zukunft liefert als die
Kenntnis der Gegenwart allein. Wir nennen einen Prozess auch geddacht-
nislos, wenn er die elementare Markoveigenschaft erfiillt. Bevor wir die
elementare Markoveigenschaft der Brownschen Bewegung, also die Unab-
hangigkeit der relativen Zukunft von der Vergangenheit, zeigen kénnen,
brauchen wir noch ein kleines Zwischenresultat. Dieses erlaubt uns, Aussa-
gen iiber endliche Teilmengen des Prozesses auf den gesamten Prozess zu
libertragen.

Satz 3.1.1. Seien (X;)icr und (Y;)jes Familien von reellwertigen Zufalls-
variablen. Es qilt

o ((Xi)ier) L o ((Y])jer)
genau dann, wenn
(Xi)ier L (Y))jer fir alle endlichen I' C' 1 und J C J.
In Worten: Die o-Algebren sind unabhdngig genau dann, wenn alle endli-
chen Teilfamilien ihrer Erzeuger unabhdngig sind.
Anstelle eines ausfiihrlichen Beweises geben wir eine kurze Skizze:

e Die endlichen Teilfamilien erzeugen die gleiche o-Algebra wie die
urspriinglichen Variablen. Genauer, das Ereignissystem der Zylinder-
mengen

iel’

z {ﬂXil(Ai) : I' C I endlich, A; € B(R)} ;

also die durch die endlichen Teilfamilien (X;);c; definierten Ereignisse,
erzeugt diese o-Algebra. Es gilt also 0 (Z) = o((X;)ier)-

e Das Ereignissystem der Zylindermengen Z ist schnittstabil.

e Das Ereignissystem aller von einem gegebenen Ereignis unabhéngigen

Ereignisse, also {C : C € A,C 1L A} fiir eine o-Algebra A und ein
A € A, ist ein Dynkin-System.

e Mit dem Dynkinschen 7-A-Satz folgt die Behauptung.

Wir definieren jetzt die elementare Markoveigenschaft der Brownschen
Bewegung und beweisen mit Hilfe von Satz [3.1.1], dass sie erfiillt ist.



3 Elementare und schwache Markoveigenschaft

Satz 3.1.2 (Elementare Markoveigenschaft der Brownschen Bewegung).
Sei (By)i>o eine Brownsche Bewegung mit Start in x € R. Fiir alle s > 0
gilt dann o ((Bsyt — Bs)i>0) L Fs.

Beweis. Nach Satz genﬁgt es zu zeigen, dass (Bsit, — Bs, - . ., Bstt,, —
Bg) L (By,,...,By,) firallemne N, 0<t; <--- <tpund 0 <y <
s < uy, < s gilt. Dazu setzen wir ug := 0 und beobachten, dass wir, wegen
By = x fast sicher, jede endliche Teilmenge der Vergangenheit als konstante
Translation der Partialsummen der Inkremente schreiben konnen:

(Bu,,...,B,,) = (:13 +) (B, - BUH)>

Ebenso gilt, mit ¢y := s,

(Bsst, — By, ..., Bssr. — By)

k
- (Z ((BSthi - BS) - (BSthz'—l o BS))>
k=1,...m

1=1

=1,...

k
- (Z (B8+ti - BS+ti1)> :
k=1,...m

i=1
(Bu,, - - -, Buy,) ist also darstellbar als messbare Abbildung von Inkrementen
der Vergangenheit und (Bsiy, — B, ..., Bsyt,, — Bs) als messbare Abbil-
dung von Inkrementen der Zukunft. Diese Inkremente sind offensichtlich
disjunkt und somit, nach Definition der Brownschen Bewegung, unab-
hiangig. Da Unabhéngigkeit unter messbaren Abbildungen erhalten bleibt,
folgt (Bsit, — Bs, ..., Bsit, — Bs) L (By,,..., By, ) fur alle m,n € N.
Mit Satz folgt die Behauptung. O

3.2 Schwache Markoveigenschaft

Die schwache Markoveigenschaft verbindet die elementare Markoveigen-
schaft mit Zeithomogenitat. Sie besagt, dass die Vergangenheit nicht mehr



3.2 Schwache Markoveigenschaft

iber die Zukunft offenbart als die Gegenwart und dass der Prozess ab dem
Gegenwartigen Zeitpunkt einem im gegenwértigen Zustand neu gestarteten
Prozess entspricht. Oder, ndher an der folgenden Definition formuliert,
dass die Verteilung der Zukunft unter Kenntnis der Vergangenheit mit der
Verteilung des urspriinglichen Prozesses, wenn dieser im gegenwértigen
Zustand gestartet wird, ibereinstimmt. Um eine moglichst intuitive Defi-
nition geben zu konnen, die ohne neue technische Formalismen auskommt,
beschranken wir uns bei der formalen Definition auf nicht-negative reelle
Zeitmengen T C [0, 00).

Definition 3.2.1 (Schwache Markoveigenschaft). Wir sagen, ein stochas-
tischer Prozess (X;)ier mit T' C [0, 00) besitzt die schwache Markoveigen-
schaft, wenn fiir alle s,£ > 0 und alle Borelmengen A C R gilt

P(X € A|F,) = P*(X, € A) fast sicher.

Dabei bezeichnet P* die Verteilung des Prozesses mit deterministischem
Startwert x, also P*(E) := P(E | Xy = z) fir jedes Ereignis FE.

Ein Prozess besitzt die schwache Markoveigenschaft genau dann, wenn er
gedachitnislos und zeithomogen ist.

Wir definieren und zeigen nun die schwache Markoveigenschaft der Brown-
schen Bewegung. Diese ist, genau wie die elementare Markoveigenschaft
der Brownschen Bewegung, eine Aussage iiber die Inkremente ab dem
Zeitpunkt ¢, anstatt iiber die absoluten Werte.

Satz 3.2.1 (Schwache Markoveigenschaft der Brownschen Bewegung).
Sei (By)i>o eine Brownsche Bewegung. Fir alle s > 0 ist (BtA(s))tZO =
(Bsyt — Bs)i>0 eine von Fs unabhingige Standard Brownsche Bewegung.

Beweis. Wir zeigen, dass (BtA (s) )t>0 die Axiome der Brownschen Bewegung
erfiillt.

1. Deterministischer Startpunkt: Offensichtlich gilt BOA (s) — B,— B, = 0.

2. Unabhiingige Inkremente: Wir konnen jedes Inkrement von B2()
schreiben als Inkrement von B:

A(s A(s
Bt-i-(h) - Bt ) - (Bs+t+h - Bs) - (Bs+t - Bs) = Bs+t+h - Bs+t

Da B eine Brownsche Bewegung ist, sind die Inkremente unabhéngig.
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3. Stationédre und normalverteilte Inkremente: Auch dies folgt direkt aus
der Darstellung der Inkremente als Inkremente von B.

4. Stetige Pfade: Die Stetigkeit von ¢ +—> BtA(S) = B+ — B, folgt direkt
aus der Stetigkeit von t — B;.

B26) ist also eine Brownsche Bewegung mit Start in 0, also eine Stan-
dard Brownsche Bewegung. Mit der elementaren Markoveigenschaft der

Brownschen Bewegung (Satz [3.1.2)) folgt die Behauptung. O

3.3 Beispiele

Offensichtlich impliziert die schwache Markoveigenschaft (der Brownschen
Bewegung) die elementare Markoveigenschaft (der Brownschen Bewegung).
Auferdem haben wir zu Beginn dieses Kapitels heuristisch begriindet,
warum die elementare und schwache Markoveigenschaft der Brownschen
Bewegung auch die entsprechenden “klassischen” Markoveigenschaften
implizieren.

Um das Zusammenspiel der vier betrachteten Eigenschaften weiter zu
verdeutlichen, betrachten wir nun beispielhaft zwei stochastische Prozesse,
die jeweils einige, aber nicht alle dieser Eigenschaften erfiillen. Dazu gentigen
kleine Modifikationen der Brownschen Bewegung. Die Abbildungen
und zeigt beispielhafte Pfade der resultierenden Prozesse.

1. Brownsche Bewegung mit zeitabhangigem Drift

Heuristisch handelt es sich hierbei um eine Brownsche Bewegung, auf
die zusatzlich eine von der Zeit abhéngige Kraft einwirkt. Im Fall
von Abbildung liegt diese Kraft im Startpunkt bei 0 und wachst
anschliefsend linear. Dieser Prozess erfiillt die elementare Markoveigen-
schaft (der Brownschen Bewegung), denn die Inkremente héngen nur
von der Zeit, nicht aber vom aktuellen Zustand oder der vergangenen
Entwicklung ab. Allerdings ist er offensichtlich nicht zeithomogen und
erfiillt somit nicht die schwache Markoveigenschaft.

Allgemein konnen wir diese Art von Prozess darstellen durch

t
X = By +/ b(s)ds
0

10



3.3 Beispiele

mit einer deterministischen Funktion b. Im Prozess, der die Pfade aus
Abbildung |3.1| erzeugt, ist b die Identitatsfunktion. Nur fiir konstantes
b erfiillt die Brownsche Bewegung mit zeitabhéngigem Drift auch die
schwache Markoveigenschaft (der Brownschen Bewegung).

Simulationen einer Brownschen Bewegung mit zeitabhangigem Drift

Abbildung 3.1: Simulationen einer Brownschen Bewegung mit zeitabhidngigem Drift.
Die Inkremente sind unabhéngig, aber nicht stationér, sodass die schwa-

che Markoveigenschaft nicht erfiillt ist.

2. Brownsche Bewegung mit ortsabhiangigem Drift

Hierbei handelt es sich um eine Brownsche Bewegung, auf die zu-
sitzlich eine vom aktuellen Zustand abhangige Kraft einwirkt. Im
Fall von Abbildung ist diese Kraft proportional zum Wert Xj.
Man kann sich diesen Prozess so vorstellen, dass sich im gleichen
Abstand oberhalb und unterhalb von der x-Achse zwei gleichstarke
Magneten befinden, die die Bewegung énziehen". Dieser Prozess ist
gedachtnislos und zeithomogen, erfiillt also die klassische schwache
Markoveigenschaft. Die Inkremente sind allerdings abhéngig vom
aktuellen Zustand und erfiillen somit nicht die elementare Marko-
veigenschaft. Allgemein konnen wir eine Brownsche Bewegung mit
ortsabhéngigem Drift darstellen als

t
Xt = Bt —|—/ b(Xs) ds
0

11



3 Elementare und schwache Markoveigenschaft

mit einer deterministischen Funktion b. Im Prozess aus Abbildung 3.2
ist b definiert als b: R — R,z — 0.2x.

Simulationen einer Brownschen Bewegung mit ortsabhangigem Drift

0 i 5 3 T 5 5 7 5
Abbildung 3.2: Simulationen einer Brownschen Bewegung mit ortsabhéngigem Drift.
Je weiter der Pfad von 0 abweicht, desto stiarker wirkt die Kraft, die ihn
weiter von 0 wegtreibt. Die klassische schwache Markoveigenschaft ist
erfiillt, die elementare und schwache Markoveigenschaft der Brownschen
Bewegung sind verletzt, da die Inkremente vom aktuellen Zustand

abhéngen.

3.4 Das Blumenthalsche 0-1-Gesetz

In diesem Abschnitt stellen wir mit dem Blumenthalschen 0-1-Gesetz eine
Folgerung der schwachen Markoveigenschaft der Brownschen Bewegung
vor, die uns weitere Einsichten in die Struktur der Brownschen Bewegung
ermoglicht. Genauer beschreibt das Blumenthalsche 0-1-Gesetz die Struktur
der Keim-o-Algebra. Diese o-Algebra enthélt genau die Ereignisse, die in
einem beliebig kleinen Intervall nach dem Start des Prozesses stattfinden.
Einige Beispiele fiir Keim-Ereignisse sind:

(1) Der Prozess nimmt in einer Umgebung des Prozessstarts nur Werte an,
die mindestens so grof (oder klein) sind wie sein Startwert.

12



3.4 Das Blumenthalsche 0-1-Gesetz

(2) Der Prozess nimmt in jeder Umgebung des Prozessstarts unendlich oft
seinen Startwert an.

(3) Der Prozess nimmt in jeder Umgebung des Prozessstarts einen bestimm-
ten Wert a € R an.

Das Blumenthalsche 0-1-Gesetz besagt, dass jedes Ereignis der Keim-o-
Algebra trivial ist, also Wahrscheinlichkeit 0 oder 1 hat.

Um das Blumenthalsche 0-1-Gesetz zu beweisen, miissen wir eine leichte
Verscharfung der elementaren Markoveigenschaft der Brownschen Bewe-
gung nachweisen. Wir verwenden dabei ohne Beweis die Tatsache, dass
stochastische Unabhéngigkeit unter Grenzwertbildung beziiglich fast siche-
rer Grenzwerte erhalten bleibt.

Lemma 3.4.1. Sei (X,,)nen eine Folge reellwertiger Zufallsvariablen mit
X, = X fast sicher. Gilt X,, I A fiir alle n € N und eine o-Algebra A,
dann gilt auch X 1 A.

Nun benotigen wir noch eine formale Definition der Keim-o-Algebra. Wir
definieren mit der o-Algebra JF;" sogar eine Verallgemeinerung fiir beliebige
Zeitpunkte t. F;" ist eine Erweiterung der o-Algebra der Vergangenheit
F3, bei der wir iiber die Vergangenheit hinaus auch einen “infinitesimalen
Blick in die Zukunft” zulassen:

Fi= ﬂ]:u

u>t

Fy ist genau die Keim-o-Algebra.
Lemma 3.4.2. Fiir alle s > 0 gilt (Bsy+ — Bs)>o 1L F .

Beweis. Laut Satz geniigt es zu zeigen, dass (Bsit — B )er 1L FF fiir
eine endliche Menge von Zeitpunkten 7' C [0, 00) gilt. Sei dazu (s,,)men
eine Folge mit s,, | s. Dann ist nach der schwachen Markoveigenschaft der
Brownschen Bewegung (B, ++ — Bs,, )ter fur alle m € N unabhéngig von
Fs,, und somit, wegen s, > s, insbesondere von F,;" C F, . Wegen der
fast sicheren Stetigkeit der Brownschen Bewegung gilt lim,,, oo (Bs, 4+ —
By, )ier = (Bsyt — Bs)ier fast sicher. Mit Lemma [3.4.1] folgt die Erhaltung
der Unabhéngigkeit unter der Grenzwertbildung und somit die Behauptung.

[]

13
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Mit diesem Lemma ist der Beweis des Blumenthalschen 0-1-Gesetzes trivial.

Satz 3.4.1 (Blumenthalsches 0-1-Gesetz). Alle Ereignisse in Fy~ sind
trivial.

Beweis. Laut Lemma ist ganz (B;)r>o unabhingig von F . Insbeson-
dere gilt das also fiir alle Ereignisse in F". Sie sind also unabhéngig von

sich selbst und folglich trivial. ]

Abschliefend greifen wir noch einmal die drei beispielhaften Keim-Ereignisse
auf, um ihnen, ohne formale Beweise, Wahrscheinlichkeiten zuzuweisen.

(1) Der Prozess nimmt in einer Umgebung des Prozessstarts nur Werte
an, die mindestens so grofS (oder klein) sind wie sein Startwert. Dieses
Ereignis hat Wahrscheinlichkeit 0.

(2) Der Prozess nimmt in jeder Umgebung des Prozessstarts unendlich oft
seinen Startwert an. Da die Pfade der Brownschen Bewegung stetig sind
und Ereignis (1) Wahrscheinlichkeit 0 hat, hat dieses Ereignis offensichtlich
Wahrscheinlichkeit 1.

(3) Der Prozess nimmt in jeder Umgebung des Prozessstarts einen be-
stimmten Wert a € R an. Fiir a = B\ betragt die Wahrscheinlichkeit 1,
fiir a # By betrigt sie 0.

14



4 Starke Markoveigenschaft

Die starke Markoveigenschaft ist, wenig iiberraschend, eine Verstarkung der
schwachen Markoveigenschaft. Wéahrend die schwache Markoveigenschaft
Aussagen liber das Verhalten eines stochastischen Prozesses nach einem
festen, deterministischen Zeitpunkt macht, erlaubt die starke Markoveigen-
schaft, diesen Zeitpunkt zufillig zu wahlen. Genauer gilt die Markoveigen-
schaft nicht nur fiir feste Zeiten, sondern auch fiir eine spezielle Klasse von
Zufallszeiten, die sogenannten Stoppzeiten.

Anschaulich bedeutet dies, dass man den Prozess zu einem zufélligen
Zeitpunkt ,anhalt”, der nur von der bisherigen Entwicklung abhéngt, und
dass der Prozess danach - gegeben den aktuellen Zustand - wieder wie ein
neu gestarteter Prozess weiterlauft und von der Vergangenheit unabhéngig
ist.

Wir gehen analog zum vorherigen Kapitel vor: Zunéchst definieren wir
Stoppzeiten und die klassische starke Markoveigenschaft. Anschliekend
formulieren wir die starke Markoveigenschaft der Brownschen Bewegung
in Inkrementform und zeigen, dass sie erfiillt ist. Abschliefend leiten wir
als wichtige Anwendung das Reflexionsprinzip her.

4.1 Stoppzeiten

Um die starke Markoveigenschaft formulieren zu konnen, bendtigen wir den
Begriff der Stoppzeit. Bei Stoppzeiten handelt es sich um Zufallsvariablen,
die den Zeitpunkt des Eintritts bestimmter Ereignisse beschreiben. Ein
zentrales Beispiel ist die sogenannte erste Treffzeit einer (moglicherweise
einelementigen) Menge A. Sie ist definiert als der Zeitpunkt, zu dem der
Prozess zum ersten Mal einen Wert in A annimmt.

Allerdings ist nicht jeder zuféllige Zeitpunkt eine Stoppzeit. Ein zufélliger

15
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Zeitpunkt 7 ist nur dann eine Stoppzeit, wenn wir fiir jeden Zeitpunkt
t allein anhand der bis zu t verfiigharen Informationen, also der Vergan-
genheit und Gegenwart des Prozesses, entscheiden konnen, ob 7 bereits
eingetreten ist oder nicht. Fiir eine erste Treffzeit ist dies offensichtlich der
Fall. Interessiert uns hingegen der Zeitpunkt, zu dem der Prozess auf einem
gegebenen Zeitintervall [a, b] sein Maximum oder Minimum annimmt, so
kann zu einem gegebenen festen ¢ € [a, b] im Allgemeinen nicht entschieden
werden, ob das Maximum oder Minimum bereits erreicht wurde, da wir
nicht wissen, ob in (t, b] ein noch groferer oder kleinerer Wert angenommen
wird.

Bevor wir weitere Beispiele und Gegenbeispiele diskutieren, wollen wir
Stoppzeiten formal definieren.

Definition 4.1.1 (Stoppzeit). Sei (X¢)¢>o ein stochastischer Prozess mit
Filtration (F;);>0. Eine Zufallsvariable 7 : Q — [0, 00] heifst Stoppzeit
beziiglich (F;), wenn fiir alle ¢ > 0 gilt

{r <t} eF.

Bemerkung. Allgemeine Filtrationen werden in dieser Arbeit nicht be-
sprochen. Die Notation JF; sollte dem aufmerksamen Leser aber bekannt
erscheinen, denn wir haben dieselbe Notation fiir die o-Algebren der Ver-
gangenheit genutzt. Dies ist kein Zufall, da es sich bei diesen um den wohl
wichtigsten Spezialfall einer Filtration handelt. Die Familie der o-Algebren
der Vergangenheit (F;):>o wird deshalb auch als die natiirliche Filtration
bezeichnet.

Wir betrachten nun einige Beispiele.

1. Jeder deterministische Zeitpunkt ¢ ist eine Stoppzeit.
2. Die erste Treffzeit einer Menge ist eine Stoppzeit.

3. Die letzte Treffzeit einer Menge ist im Allgemeinen keine Stoppzeit,
da zum Zeitpunkt ¢ nicht entschieden werden kann, ob die Menge im
weiteren Verlauf des Prozesses noch einmal getroffen wird.

4. Der Zeitpunkt der Annahme des Maximums oder Minimums auf einem
Intervall ist im Allgemeinen keine Stoppzeit.

Wir kommen nun zum wichtigen Beispiel der diskreten Approximation
einer Stoppzeit 7 durch Vielfache von (1/2)", n € Ny. Abbildung |4.1| zeigt
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4.1 Stoppzeiten

diese Approximation von oben und unten fiir n = 0,1, ..., 10 fiir die erste
Treffzeit von {—2,2}.

5. Wir konnen jede Stoppzeit 7 diskret von oben approximieren durch

. =min {k/2" : k/2" > T} .
keNy

Dann ist 7, ebenfalls eine Stoppzeit.
6. Die diskrete Approximation einer Stoppzeit 7 von unten

Tn

= "ik/2" < :
gé%i)({k/Z k/2" <t}

ist im Allgemeinen keine Stoppzeit.

Die Approximation von oben werden wir im Beweis der starken Markovei-
genschaft der Brownschen Bewegung nutzen.

Erste Treffzeit von {-2,2} und ihre diskreten Approximationen

By
o
:
=
i.

! 1

|

W A WA
! '“\ﬁ%w‘*‘”\ g
1

\ i
L Nbaa, §

A \‘k, A+
SV ‘\«4’.’\

G

Abbildung 4.1: Erste Treffzeit der Mengen {—2,2} und ihre diskreten Approximationen
von oben und unten. Die gestrichelten vertikalen Linien markieren die
Approximationen durch Vielfache von 27" fiir n = 0,...,10. Bei der

Approximation von unten handelt es sich nicht um eine Stoppzeit.
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4 Starke Markoveigenschaft

4.2 Starke Markoveigenschaft

Die starke Markoveigenschaft dehnt die schwache Markoveigenschaft von
festen Zeitpunkten auf Stoppzeiten aus. Insofern ist sie eine Verallgemei-
nerung, beziehungsweise als Forderung eine Verschéarfung der schwachen
Markoveigenschaft. Genauer fordert sie, dass der Prozess sich nicht nur
nach jedem festen Zeitpunkt s wie ein im Zustand X, neu gestarteter
Prozess verhélt, sondern auch nach jeder Stoppzeit 7. Fiir die formale
Definition benotigen wir die von 7 induzierte o-Algebra

Fo={AceF . An{r<t}e FVt>0}

Nun konnen wir die Definition fiir die starke Markoveigenschaft fast direkt
von der Definition der schwachen Markovbedingung iibernehmen.

Definition 4.2.1 (Starke Markoveigenschaft). Wir sagen, ein stochasti-
scher Prozess (X;)ier mit T' C [0, 00) besitzt die starke Markoveigenschaft,
wenn fiir alle £ > 0, alle Stoppzeiten 7 beziiglich der natiirlichen Filtration
(Fs)s>0 und alle Borelmengen A C R gilt

P(X, €A|F) =P (X, € A) fast sicher.

Wir kommen nun zur starken Markoveigenschaft der Brownschen Bewegung.
Auch diese ist eine direkte Ubertragung der schwachen Markoveigenschaft
der Brownschen Bewegung auf beliebige Stoppzeiten 7.

Satz 4.2.1 (Starke Markoveigenschaft der Brownschen Bewegung). Sei
(Bt)¢>0 eine Brownsche Bewegung. Fiir alle Stoppzeiten T beziiglich der
natiirlichen Filtration (Fs)s>o st (BtA(T))tZO := (B4t — B;)i>0 eine von

Fr unabhdngige Standard Brownsche Bewegunyg.

Beweis. Wir folgern zunachst aus der Schwachen Markoveigenschaft der

Brownschen Bewegung, dass die Behauptung fiir die Stoppzeiten 7, = 7,1,

die 7 diskret von oben approximieren, gilt. Anschlieffend zeigen wir, dass
wegen 7, | 7 die Behauptung fiir 7 folgt.

Es bezeichne
(1) BtA(k/Qn) = Bjjonyt — Bjjon die Inkremente zu k/2",

(2) BM™ = B_ ., — B, die Inkremente zu 7,
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4.3 Reflexionsprinzip

(3) B*™ = B, — B, die Inkremente zu ,

und BAY) = (BtA('))tZO die entsprechenden Prozesse. Wir zeigen nun
Schrittweise fiir die Prozesse (1), (2) und (3), dass B2() eine von F
unabhéngige Brownsche Bewegung ist.

(1) Dies ist genau die Schwache Markov Bedingung.
(2) Sei E € F, und A € B(C([0,00),R)). Dann gilt:

P (BA(T”) € A, E)

7,(2) C {k/2" : k € Ny}
ist abzahlbar

[
WK

P (BA(W") € A1 =k/2", E>

il

0

- A(k/2")
— Zp (BA(k/2") c A) P (r, = /2", ) B L Fyjpn und
F=0 (T = k/2" N E) € Fjjan

Inkremente von B

—P(Be A)-ip(Tn — /2", E)
k=0

sind stationar

— P(Be A P(E) | 70(Q) = {k/2" : k € Ny}

Folglich ist BA(™) unabhingig von F. und verteilungsgleich mit B, also
eine Brownsche Bewegung.

(3) Aus 7, | 7 fast sicher und der Stetigkeit der Pfade der Brownschen Be-
wegung folgt B2 = lim,,_,.c BA(™) fast sicher. Da alle B2(™) Brownsche
Bewegungen mit Start in 0 sind, ist auch B2(") eine Brownsche Bewegung
mit Start in 0. Ferner gilt BAm) | B C F. fiir alle n € Ny. Nach Lem-
ma bleibt diese Unabhéngigkeit unter der Grenzwertbildung erhalten
und es folgt BAT) I F.. ]

4.3 Reflexionsprinzip

Abschliefend stellen wir mit dem Reflexionsprinzip eine wichtige Folge-
rung der starken Markoveigenschaft der Brownschen Bewegung vor. Das
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4 Starke Markoveigenschaft

Reflexionsprinzip besagt, dass man eine Brownsche Bewegung (B;);>¢ an
einer Stoppzeit 7 spiegeln kann, ohne ihre Verteilung zu verandern. Der so
konstruierte Prozess (B )i ist also wieder eine Brownsche Bewegung mit
demselben Startpunkt wie (B)i>o.

Abbildung zeigt den Unterschied zwischen B und B* beispielhaft an
zwei konkreten Pfaden. Als Stoppzeit 7 wurde hierbei wieder die erste
Treffzeit von {—2, 2} gewéhlt. Der Prozess B* stimmt also bis zur Stoppzeit
7 mit B liberein und wird ab 7 an der Hohe B, gespiegelt.

Pfadreflexion in der ersten Treffzeit von {-2,2}

B

t

Abbildung 4.2: Pfadreflexion einer Brownschen Bewegung an der ersten Treffzeit der
Menge {—2,2}. Der durchgezogene Pfad ist der Originalprozess, der
gepunktete Pfad der an der Stoppzeit gespiegelte Prozess.

Allgemein konnen wir den gespiegelten Prozess definieren durch

Bt* = Bt]-{tgr} + (QBT — Bt)]-{t>7}-
Damit konnen wir das Reflexionsprinzip formulieren.

Satz 4.3.1 (Reflexionsprinzip). Sei (B;):>¢ eine Brownsche Bewegung mit
Startpunkt x € R und 7 eine Stoppzeit beziiglich der natirlichen Filtration.
Dann st der durch

B = Bily<n + (2Br — B)1lpsn
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4.3 Reflexionsprinzip

definierte Prozess (By)i>o wieder eine Brownsche Bewegung mit Startpunkt
x.

Beweis. Wir beobachten, dass wir (B):>¢ und (B*):>¢ fiir alle ¢ > 0 auch
darstellen konnen durch

By = Biljy<ry + (Br + (Br — Br))l{isry, (4.1)

B;( - Btl{tgr} + (BT - (Bt - BT))l{t>T}- (4'2)

(B — B;)i>0 ist nach der starken Markoveigenschaft der Brownschen
Bewegung eine von JF, unabhangige Standard Brownsche Bewegung. Wegen
der Messbarkeit der Abbildung =z — —z ist (—(B; — B;))r0 ebenfalls
unabhéangig von F, und wegen der Symmetrie der Standard Brownschen
Bewegung ebenfalls eine Standard Brownsche Bewegung.

In den Darstellungen (4.1]) und werden also dieselben JF.-messbaren
Grofsen mit zwei identisch verteilten und von ihnen unabhéngigen Inkre-
mentprozessen kombiniert. Folglich sind die Prozesse (B;)i>0 und (Bj)¢>0
identisch verteilt. Insbesondere ist (B} );>¢ eine Brownsche Bewegung mit
Startpunkt x.

[]

Das Reflexionsprinzip ist von zentraler Bedeutung in der Theorie der
Brownschen Bewegung, da sich aus ihm zahlreiche wichtige Resultate
ableiten lassen. Es ermoglicht insbesondere die Untersuchung von Extrem-
werten, etwa der Verteilung des Maximums auf einem Zeitintervall, und
Treffwahrscheinlichkeiten, wie der Wahrscheinlichkeit, vor einem gegebenen
Zeitpunkt ein bestimmtes Niveau zu iiberschreiten. Die Resultate dieser
Arbeit lassen sich dariiber hinaus ohne groken Mehraufwand auf die mehr-
dimensionale Brownsche Bewegung iibertragen, bei deren struktureller
Untersuchung das Reflexionsprinzip erneut eine zentrale Rolle spielt.
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